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Исследуется третья начально-краевая задача для нагруженного дифференциального уравнения
теплопроводности с дробной производной Капуто. Для решения поставленной задачи в предпо-
ложении существования точного решения в классе достаточно гладких функций методом энерге-
тических неравенств получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках.
Полученные неравенства означают единственность решения и непрерывная зависимость реше-
ния от входных данных задачи. В силу линейности рассматриваемой задачи эти неравенства
позволяют утверждать сходимость приближенного решения к точному решению со скоростью
O(h2 + τ2). Построен алгоритм численного решения поставленной задачи.
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Введение
В последнее время при описании различных математических моделей физических про-
цессов широко используется дробно-дифференциальное исчисление [1, 2, 3]. В связи с этим
большое внимание уделяется дифференциальным уравнениям с частными производными
дробного порядка, которые являются обобщением уравнений с частными производными
целочисленного порядка. При этом возможны различные постановки. В настоящей ста-
тье рассматривается третья начально-краевая задача для нагруженного дифференциального
уравнения теплопроводности дробного порядка.
Нагруженными дифференциальными уравнениями в литературе принято называть урав-
нения, содержащие значения решения или его производных на многообразиях меньшей
размерности, чем размерность области определения искомой функции [4]. В работах A.M.
Нахушева отмечается практическая и теоретическая важность исследований нагруженных
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дифференциальных уравнений. Одним из методов приближенного решения краевых за-
дач для дифференциальных уравнений является предложенный A.M. Нахушевым метод ре-
дукции интегро-дифференциальных уравнений к нагруженным дифференциальным уравне-
ниям. В работе [4] впервые указана связь нелокальных задач с нагруженными уравнениями.
Нелокальные задачи типа Бицадзе-Самарского для уравнений Лапласа и теплопроводно-
сти эквивалентно редуцированы к локальным задачам для нагруженных дифференциальных
уравнений. Нагруженным дифференциальным уравнениям посвящены работы [4, 5, 6].
Численным методам решения локальных и нелокальных краевых задач для различных
уравнений дробного порядка посвящены работы [7, 8, 9, 10, 11]. В работах [7, 8, 9] по-
лучены результаты, позволяющие, как и в классическом случае (α = 1), применять метод
энергетических неравенств для нахождения априорных оценок краевых задач для уравнения
дробного порядка в дифференциальной и разностной трактовках. В настоящее времяшироко
используются численные методы решения нагруженных уравнений в частных производных
целочисленного и дробного (пористые среды) порядков, поскольку аналитические методы
решения оказываются невозможными.
Структура данной работы следующая. В первой части ставится третья начально-краевая
задача для нагруженного дифференциального уравнения теплопроводности с дробной про-
изводной Капуто порядка α. Во второй части работы получена априорная оценка решения в
дифференциальной форме. Из полученной оценки следует единственность и устойчивость
решения по начальным данным и правой части. В третьей части рассматривается разностная
схема, аппроксимирующая поставленную задачу. Получена априорная оценка в разностной
форме. Доказана единственность, устойчивость и сходимость решения разностной задачи
к решению дифференциальной задачи со скоростью равной порядку аппроксимации раз-
ностной схемы. В четвертой части построен алгоритм численного решения поставленной
дифференциальной задачи.
1. Постановка третьей начально-краевой задачи
В прямоугольнике QT = {(x, t): 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим третью начально-
краевую задачу для нагруженного дифференциального уравнения теплопроводности с дроб-












− q(x,t)u(x0, t)+f(x,t), 0<x< l, 0<t≤T ; (1)
k(0, t)ux(0, t) = β1(t)u(0, t)− µ1(t); (2)
−k(l, t)ux(l, t) = β2(t)u(l, t)− µ2(t); (3)
u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l, (4)
где
0 < c0 ≤ k(x, t) ≤ c1, |q(x, t)|, |r(x, t)|, |rx(x, t)|, |kx(x, t)|, |β1|, |β2| ≤ c2, (5)









дробная производная в смысле Капуто порядка α, 0 < α < 1, ci = const > 0, i = 0, 1, 2.
В дальнейшем будем предполагать, что решение задачи (1)–(4) существует и обладает
нужными по ходу изложения производными.
По ходу изложения будем также использовать Mi = const > 0, i = 1, 2, . . . , зависящие
только от входных данных рассматриваемой задачи.
2. Априорная оценка в дифференциальной форме
Теорема 1. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ), u(x, t) ∈ C2,0(QT )∩
∩ C1,0(QT ), ∂α0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (5), то для решения задачи (1)–(4)
справедлива априорная оценка









гдеM = const > 0 зависит от входных данных задачи (1)–(4); Cn,m(QT ) — класс функций,
имеющих непрерывные на QT производные до порядка n по x иm по t включительно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для получения априорной оценки решения задачи (1)–(4) в диф-

















ab dx, ‖a‖20 = (a, a)
для заданных на [0, 1] функций a и b.











































u2xdx ≤ ε‖ux‖20 +M ε2‖u‖20; (10)
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−(qu(x0, t), u) = −
l∫
0





















Учитывая преобразования (7)–(12), из (6) c учетом (2) находим
1
2
∂α0t‖u‖20 + c0‖ux‖20 ≤ ukux
∣∣∣l
0
+ ε‖ux‖20 +M ε1‖u‖20 +M2‖f‖20. (13)














= −β2(t)u2(l, t) + µ2(t)u(l, t)− β1(t)u2(0, t) + µ1(t)u(0, t) ≤
≤M3
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Учитывая (14), из (13) получим
1
2
∂α0t‖u‖20 + c0‖ux‖20 ≤ 2ε‖ux‖20 +M ε5‖u‖20 +M6
(
‖f‖20 + µ21(t) + µ22(t)
)
. (15)
Выбирая ε = c0
4
, из (15) находим
∂α0t‖u‖20 + ‖ux‖20 ≤M7‖u‖20 +M8
(
‖f‖20 + µ21(t) + µ22(t)
)
. (16)
Применяя к обеим частям неравенства (16) оператор дробного интегрирования D−α0t , на
основании леммы 2 [7] находим искомую априорную оценку:









гдеM = const > 0 зависит от входных данных задачи (1)–(4).
Из оценки (17) следуют единственность и устойчивость решения задачи (1)–(4) по правой
части и начальным данным. Теорема доказана.
3. Устойчивость и сходимость разностной схемы
На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1)–(4) поставим в соответствие















































































y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (21)












дискретный аналог дробной производной Капуто порядка α, 0 < α < 1, обеспечивающий
порядок точности O(τ 3−α) [8];
ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, ...,m, mτ = T}; ωh = {xi = ih, i = 0, 1, ..., N, Nh = l};
ωhτ = ωh × ωτ = {(xi, tj): xi ∈ ωh, tj ∈ ωτ} .






l = (l + σ)












(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α
]
, l ≥ 1,





, dji = d(xi, t
j+σ),
ϕji = f(xi, t







, y(σ) = σyj+1 + (1− σ)yj,
где σ = 1− α
2
.
Коэффициенты cα,σs дискретного аналога производной Капуто вычисляются согласно
правилу: c(α,σ)0 = a
(α,σ)







1 , s = 0;
a(α,σ)s + b
(α,σ)





j , s = j,




(s+ σ)−α > 0, xi0 ≤ x0 ≤ xi0+1,
r0 = r
(j+σ)
0 = r(0, t) ≤ 0, rN = r
(j+σ)
N = r(l, t) ≥ 0.
Перепишем (18)–(21) в операторной форме:
∆α0tj+σy = Λ(tj+σ)y
(σ) + Φ, (22)





















































































































Теорема 2. Пусть выполнены условия (5). Тогда существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 для






|[ϕj ′ ]|20 + µ21 + µ22
))
,
гдеM = const > 0 не зависит от h и τ .























 0.5h, i = 0, N ;h, 0 < i < N.
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2 ≤ ε‖y(σ)x̄ ]|20 +M ε2 |[y(σ)]|20. (27)




≤ −M3‖y(σ)x̄ ]|20 + ε‖y
(σ)





























x̄ ]|20 ≤ εM7‖y
(σ)
x̄ ]|20 +M ε8 |[y(σ)]|20 +M9
(
|[ϕ]|20 + µ21 + µ22
)
. (30)
Выбирая ε = 1
2M7





x̄ ]|20 ≤M10|[y(σ)]|20 +M11
(
|[ϕ]|20 + µ21 + µ22
)
. (31)





(|[ϕj ′ ]|20 + µ21 + µ22)
)
, (32)
гдеM = const > 0 не зависит от h и τ . Теорема доказана.
Из оценки (32) следуют единственность и устойчивость решения по начальным данным
и правой части.
Пустьu(x, t)—решение задачи (1)–(4), y(xi, tj) = yji —решение разностной задачи (18)–














































































z(x, 0) = 0, (36)
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где Ψ = O(h2 + τ 2), ν̃1 = O(h2 + τ 2), ν̃2 = O(h2 + τ 2) — погрешности аппроксимации
дифференциальной задачи (1)–(4) разностной схемой (18)–(21) в классе решении u = u(x, t)
задачи (1)–(4).











гдеM = const > 0 не зависит от h и τ .
Из априорной оценки (37) следует сходимость решения разностной задачи (18)–(21) к
решению дифференциальной задачи (1)–(4) в смысле нормы |[zj+1]|20 на каждом слое так,
что существует такое τ0, что при τ ≤ τ0 справедлива оценка
|[yj+1 − uj+1]|0 ≤M(h2 + τ 2).
З а м е ч а н и е . Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда















qs(x, t)u(xs, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T,
если потребовать выполнения условия |qs| ≤ c2.
4. Алгоритм численного решения
Для численного решения задачи (1)–(4) приведем разностную схему (18)–(21) к расчет-


















= −F ji , i = 1, N−1, (38)
где












































AAi = τ(1− σ)κji a
j
i − τh(1− σ)b
−j




i+1 + τh(1− σ)b
+j
i ai+1,






Краевое условие (19) принимает вид
y0 = κ11y1 + κ12yi0 + κ13yi0+1 + µ1, (39)






















































































Краевое условие (20) принимает вид






















































































Условия устойчивости метода прогонки
Ai 6= 0, Bi 6= 0, Ci ≥ |Ai|+ |Bi|, i = 1, N−1, κ11 ≤ 1, κ21 ≤ 1
выполнены при σ 6= 0.
Таким образом, с учетом (38)–(40) разностная схема (18)–(21) приводится к следующей
















= −F ji , i = 1, N−1;
y0 = κ11y1 + κ12yi0 + κ13yi0+1 + µ̃11,
yN = κ21yN−1 + κ22yi0 + κ23yi0+1 + µ̃21,
y(x, 0) = u0(x).
(41)
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Решение системы (41) будем искать в виде
yi = αi+1yi+1 + βi+1yi0 + γi+1yi0+1 + δi+1, i = 0, N−1. (42)
Найдем теперь αi, βi, γi, δi, i = 1, N .
Из условия (39) следует, что
α1 = κ11, β1 = κ12, γ1 = κ13, δ1 = µ̃11.
Подставляя в (38)

















Выразим неизвестные yi, i = 0, N , через yi0 , yi0+1 следующим образом:
yi = Hiyi0 + Tiyi0+1 + Φi. (44)
Найдем HN , TN , ΦN . Учитывая условие (40), а также равенства












Теперь найдем Hi, Ti, Φi. подставляя (44) в (42), получаем
Hi = αi+1Hi+1 +βi+1, Ti = αi+1Ti+1 + γi+1, Φi = αi+1Φi+1 + δi+1, i=N−1, 0. (45)
Выразим yi0 , yi0+1 через Hi, Ti, Φi. Полагая












Из (44), (46) находим решение yi системы (41).
Заключение
В работе исследована третья начально-краевая задача для нагруженного дифференциаль-
ного уравнения теплопроводности с дробной производнойКапуто, а также разностная схема,
аппроксимирующая эту задачу на равномерной сетке. Для поставленной задачи, в предпо-
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ложении существования точного решения в классе достаточно гладких функций, получены
априорные оценки в дифференциальной и разностной формулировках. Из полученных
оценок вытекает единственность и непрерывная зависимость решения задачи от входных
данных. В силу линейности рассматриваемых задач эти неравенства позволяют утверждать
сходимость приближенного решения к точному решению со скоростью O(h2 + τ 2).
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with a Fractional Caputo Derivative
Beshtokov M.Kh.1,*, Khudalov M.Z.2
1Institute of applied mathematics and automation, Kabardino-Balkarian scientific center of RAS, Russia
2North Ossetian State University, Vladikavkaz, Russia
*
Keywords: Loaded equation, boundary value problem, a priori estimation, diffusion-convection equa-
tion, fractional differential equation, Caputo fractional derivative
Received: 08.07.2020, Revised: 07.08.2020.
Recently, to describe various mathematical models of physical processes, fractional differential
calculus has been widely used. In this regard, much attention is paid to partial differential equations
of fractional order, which are a generalization of partial differential equations of integer order. In
this case, various settings are possible.
Loaded differential equations in the literature are called equations containing values of a solution
or its derivatives on manifolds of lower dimension than the dimension of the definitional domain of
the desired function. Currently, numerical methods for solving loaded partial differential equations
of integer and fractional (porous media) orders are widely used, since analytical solving methods
for solving are impossible.
In the paper, we study the initial-boundary value problem for the loaded differential heat
equation with a fractional Caputo derivative and conditions of the third kind. To solve the problem
on the assumption that there is an exact solution in the class of sufficiently smooth functions
by the method of energy inequalities, a priori estimates are obtained both in the differential and
difference interpretations. The obtained inequalities mean the uniqueness of the solution and the
continuous dependence of the solution on the input data of the problem. Due to the linearity of the
problem under consideration, these inequalities allow us to state the convergence of the approximate
solution to the exact solution at a rate equal to the approximation order of the difference scheme.
An algorithm for the numerical solution of the problem is constructed.
Mathematics and Mathematical Modeling, 2020, no. 3 63
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